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TÓM TẮT  

Trong bài báo này chúng tôi sử dụng khái niệm của hàm khả vi theo hướng để 

thiết lập điều kiện cần và đủ tối ưu cho nghiệm hữu hiệu yếu kiểu Kuhn-Tucker 

của bài toán cân bằng vectơ có ràng buộc tập và nón.  Đầu tiên chúng tôi chứng 

minh hàm khả vi theo hướng là lồi theo nón dưới giả thiết về tính lồi tổng quát. 

Tiếp theo chúng tôi cung cấp điều kiện cần và đủ tối ưu cho nghiệm hữu hiệu yếu 

của bài toán cân bằng vectơ có ràng buộc trong các trường hợp các hàm mục tiêu 

khả vi theo hướng và khả vi Gateaux.    

Từ khóa:  Bài toán cân bằng vectơ có ràng buộc; Khả vi theo hướng; Khả vi 

Gateaux;  Nghiệm hữu hiệu yếu.  

 

1. MỞ ĐẦU 

 Hiện nay các điều kiện tối ưu cho bài toán cân bằng vectơ cùng với các trường 

hợp đặc biệt của nó đã được nhiều tác giả quan tâm nghiên cứu, xem, chẳng hạn [1-6] 

và các tham khảo trong đó.  F. Giannessi, G. Mastroeni và L. Pellegrini [1] đã nghiên 

cứu bài toán bất đẳng thức biến phân vectơ có ràng buộc bằng cách quy về trường hợp 

bài toán không có ràng buộc; Xun-Hua Gong [4] thu được các điều kiện tối ưu nghiệm 

hữu hiệu yếu, hữu hiệu Henig, hữu hiệu toàn cục và siêu hữu hiệu cho bài toán cân 

bằng vectơ dưới giả thiết về tính lồi tổng quát;  Zhen-Fe Wei và Xun-Hua Gong [5] 

cung cấp các điều kiện tối ưu kiểu Kuhn-Tucker cho các loại nghiệm hữu hiệu của bài 

toán cân bằng vectơ bằng cách dùng định lý tách các tập lồi rời nhau; X-H. Gong, W.T. 

Fu và W. Liu [6] nhận được điều kiện tối ưu cho nghiệm siêu hữu hiệu của bài toán cân 

bằng vectơ trong không gian vectơ tôpô lồi địa phương, v.v… Trong các công trình 

nghiên cứu được mô tả bên trên ta thấy còn có một số vấn đề tồn đọng khi nghiên cứu 

điều kiện tối ưu cho nghiệm hữu hiệu yếu của bài toán cân bằng vectơ có ràng buộc đó 

là sử dụng khái niệm của hàm khả vi theo hướng để nghiên cứu điều kiện tối ưu.   
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Bài báo được tổ chức như sau: Sau phần Giới thiệu chúng tôi cung cấp một số 

khái niệm về hàm lồi tổng quát, hàm khả vi theo hướng, hàm khả vi Gateaux làm cơ sở 

cho việc thiết lập kết quả về điều kiện cần và đủ tối ưu cho nghiệm hữu hiệu yếu kiểu 

Kuhn-Tucker của bài toán cân bằng vectơ có ràng buộc tập và nón; một số ví dụ cũng 

được đề cập cho kết quả nhận được. Cuối cùng là một sự kết luận cho kết quả thu 

được.   

 

2. KIẾN THỨC CHUẨN BỊ 

 Xuyên suốt bài báo này, nếu không nói gì thêm thì ta ký hiệu X, Y và Z  là các 

không gian tôpô tuyến tính thực, trong đó Y và Z được sắp thứ tự bởi một nón lồi 

đóng nhọn có phần trong khác rỗng C và K, tương ứng. Cho 0X  là một tập con khác 

rỗng của X. Một song hàm 0 0:F X X Y   thỏa mãn 0 0 0 0( , ) 0F x x x X   , và một 

hàm ràng buộc 0: .g X Z   Đặt 

0{x X : g(x) -K}S     

và gọi S  là tập chấp nhận được hay tập ràng buộc của bài toán cân bằng vectơ có ràng 

buộc tập và nón. Trường hợp ràng buộc nón trong một số tài liệu người ta còn gọi là 

ràng buộc bất đẳng thức tổng quát.  

Gọi * *àY v Z  lần lượt là các không gian đối ngẫu tôpô của  Y và Z.  Nón đối ngẫu của 

C và K được định nghĩa tương ứng bởi 

*

*

{ Y : (c) 0 c C},

{ : (k) 0 }.

C

K Z k K

 

 





    

    
 

Bài toán cân bằng vectơ có ràng buộc trong bài báo này được ký hiệu là CVEP và định 

nghĩa như sau: Tìm một vectơ x S  sao cho 

    ( , ) int . (1)F x x C x S    

Vectơ x S  thỏa mãn (1) được gọi là một nghiệm hữu hiệu yếu của bài toán CVEP. 

Tiếp theo chúng ta nhắc lại một số khái niệm cần thiết cho nghiên cứu điều kiện cần và 

đủ tối ưu cho nghiệm hữu hiệu yếu của bài toán CVEP. 

Định nghĩa 2.1 ([4]) Cho 0X X  là một tập lồi khác rỗng. Một hàm 0:f X Y  được 

gọi là C-lồi trên 0X ,  nếu với mọi 0, , [0, 1]x y X t   ta có 

                  ( ) (1 ) ( ) ( (1 ) ) .tf x t f y f tx t y C       

Định nghĩa 2.2 ([3])  Cho X, Y là các không gian tôpô tuyến tính thực; 0X X là một 

tập con khác rỗng; 0:f X Y  là một ánh xạ và điểm 0.x X  
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(a)  Với mỗi h X ,  nếu giới hạn sau: 

            
0

( ) ( )
( )( ) lim

t

f x th f x
Df x h

t 

 
   

tồn tại thì ta nói ( )( )Df x h  là đạo hàm theo hướng của f tại điểm x  theo hướng h. Nếu 

giới hạn này tồn tại với mọi ,h X  thì f được gọi là khả vi theo hướng tại điểm x . 

(b) Với mỗi 
0x X  và mọi h X , nếu giới hạn sau:  

0

( ) ( )
( )( ) lim

t

f x th f x
Df x h

t

 
  

tồn tại và ( ) :Df x X Y  là một ánh xạ tuyến tính liên tục, thì ( )Df x  gọi là đạo hàm 

Gateaux của f tại điểm x . Trong trường hợp này, hàm f được gọi là khả vi Gateaux tại 

điểm x . 

Nhận xét 2.1   Dễ dàng thấy rằng nếu f khả vi Gateaux tại điểm x  thì nó khả vi theo 

hướng tại điểm đó. Tuy nhiên, chiều ngược lại sẽ không đúng bằng cách xét hàm số 

thực :f   với  ( )f x x x    tại 0.x   

 

3. KẾT QUẢ MỚI CỦA BÀI BÁO 

 Đầu tiên chúng tôi cung cấp các bổ đề sau làm cơ sở cho chứng minh định lý 

chính. 

Bổ đề 3.1  Cho X, Y là các không gian tôpô tuyến tính thực và 0X  là một tập con lồi 

khác rỗng của X.  Giả sử C là một nón lồi đóng trong Y và 0:f X Y  khả vi theo 

hướng tại mọi điểm 0.x X  Khi đó, nếu f là C-lồi trên 0X  thì  

0( ) ( ) ( )( ) , .f x f y Df y x y C x y X       

Chứng minh:  Giả sử  f là C-lồi trên 0X  và cố định 0, .x y X  Với mọi (0, 1)t , ta có 

                       

( ) (1 ) ( ) ( (1 ) )

( ( )) ( )
( ) ( ) .

tf x t f y f tx t y C

f y t x y f y
f x f y C

t

     

  
   

 

Lấy giới hạn khi 0 ,t    và sử dụng tính đóng của nón C ta được 

    
0

( ( )) ( )
( ) ( ) lim .

t

f y t x y f y
f x f y C

t 

  
    

Theo định nghĩa hàm khả vi theo hướng, ta suy ra 

( ) ( ) ( )( ) .f x f y Df y x y C     

Điều phải chứng minh.  
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Bổ đề 3.2  Cho X, Y là các không gian tôpô tuyến tính thực. Giả sử rằng hàm 

:f X Y  là C- lồi và f khả vi theo hướng tại .x X  Khi đó ánh xạ  

( ) :Df x X Y  

là C- lồi.   

Chứng minh:  Với mọi , , (0, 1], , [0, 1]x y X t      với 1.    Theo tính C- lồi 

của hàm f ta có biểu diễn sau: 

 ( ) ( ) ( )( ( )) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
.

f x tx x ty f xf x t x y f x

t t

f x tx f x ty f x
C

t

f x tx f x f x ty f x
C

t

f x tx f x f x ty f x
C

t t

  

 

 

 

     


   
 

           

   
  

 

Cho 0t    và sử dụng tính đóng của nón C ta nhận được 

0 0 0

( ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
lim lim lim
t t t

f x t x y f x f x tx f x f x ty f x
C

t t t

 
 

     

      
   . 

Theo định nghĩa đạo hàm theo hướng của hàm f tại ,x X  suy ra 

   ( )( ) ( )( ) ( )( ) .Df x x Df x y Df x x y C        

Áp dụng Định nghĩa 2.1,  ta suy ra điều cần chứng minh.  

 Trường hợp các hàm mục tiêu ,
x

F g  là khả vi theo hướng tại điểm ,x S  một 

điều kiện cần và đủ tối ưu cho nghiệm hữu hiệu yếu của bài toán CVEP có thể được 

phát biểu như sau. 

Định lý 3.3  Giả sử ,x S   0(.) ( , .) :
x

F F x X Y   là hàm C  lồi trên 0X , g là hàm 

K  lồi trên 0X  và tồn tại 1x S  sao cho 1( )( ) int .Dg x x x K   Giả sử thêm rằng C 

và K  là các nón lồi đóng nhọn có phần trong khác rỗng trong à ,Y v Z  tương ứng và 

các ánh xạ ,
x

F g  là khả vi theo hướng tại điểm .x   Khi đó, vectơ x  là một nghiệm hữu 

hiệu yếu của bài toán CVEP khi và chỉ khi tồn tại  * *,y z C K    với * 0y   thỏa 

mãn 

 
0

*

* *

0 0

( ( )) 0,

min ( ) ( ) 0.
xx X

z g x

y DF x z Dg x x x


 


     
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Chứng minh. 

Điều kiện cần.  Sử dụng giả thiết kết hợp với kết quả thu được trong Bổ đề 3.2, ta 

khẳng định rằng ( )( )
x

DF x x x  là C  lồi trên 0X  và ( ) ( )( )g x Dg x x x   là K  lồi 

trên 
0X . Ta chứng minh hệ bao hàm thức sau không có nghiệm trong 0 :X  

( )( ) int
.

( ) ( )( ) int

x
DF x x x C

g x Dg x x x K

  


  

 

Ngược lại, ta giả sử rằng tồn tại 
0x X  thỏa mãn hệ 

             

 
0

0

( )( ) int

( ) ( )( ) int

( ) ( )
lim int

.
( ) ( )

( ) lim int

x

x x

t

t

DF x x x C

g x Dg x x x K

F x t x x F x
C

t

g x t x x g x
g x K

t

 

 

  


  

   
 


 
  

 


 

Vì intC và intK là các tập mở nên tồn tại  0 0, 1t   thỏa mãn 

                                                 

 

 

0

0

0

0

( ) ( )
int

.
( ) ( )

( ) int

x x
F x t x x F x

C
t

g x t x x g x
g x K

t

   
 



  
 



 

Hệ bao hàm thức trên kéo theo 

     0( ) int (1 ) ( ).g x t x x K t g x      

Do x S  ta có 0( ) (1 ) ( ) .g x K t g x K      Ngoài ra, vì K là một nón lồi có phần 

trong  không rỗng nên dễ dàng thấy rằng 

int int .K K K   

Hệ quả là, 

                                                  0 ( ) int . (2)g x t x x K    

Bởi vì 0X  là một tập con lồi và  0 0, , 0,1x x X t   nên từ (2) suy ra 

         0( ) . (3)x t x x S    
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Mặt khác, ( ) 0
x

F x   và 0 int int ,t C C  ta có 

 0 ( ) int . (4)
x

F x t x x C    

Kết hợp (3) và (4) suy ra x S  không là một nghiệm hữu hiệu yếu của bài toán CVEP 

(một sự mâu thuẫn!).  Do đó, hệ bao hàm thức sau không thể có nghiệm trong 0 :X  

( )( ) int
.

( ) ( )( ) int

x
DF x x x C

g x Dg x x x K

  


  

 

Điều này nghĩa là 

     0 0( )( ) ( ) ( )( ) int int .
x

DF x X x g x Dg x X x C K          

Do đó, 

       0 0( )( ) ( ) ( )( ) int int .
x

DF x X x C g x Dg x X x K C K            

Thật vậy, giả sử ngược lại, tồn tại 0 0 ,x X c C   và k K  sao cho 

    

0

0

0

0

0

0

( )( ) int

( ) ( )( ) int

( )( ) int

( ) ( )( ) int

( )( ) int

( ) ( )( ) int

x

x

x

DF x x x c C

g x Dg x x x k K

DF x x x C c

g x Dg x x x K k

DF x x x C

g x Dg x x x K

   


   

   
 

   

  
 

  

 

bởi vì  

int int intC c C C C        

và  

int int int .K k K K K        

Khẳng định trên kéo theo 

     0 0( )( ) ( ) ( )( ) int int
x

DF x X x g x Dg x X x C K         , 

một sự mâu thuẫn! Mặt khác, theo khẳng định ban đầu ta có  0( )( )
x

DF x X x C  và 

 0( ) ( )( )g x Dg x X x K    là các tập lồi nên tích của chúng cũng là một tập lồi. Sử 

dụng định lý tách các tập lồi rời nhau, ta tìm được  * * * *,y z Y Z   với 

   * *, 0, 0y z   sao cho 
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* * * *, , , ( )( ) , ( ) ( )( )
x

y c z k y DF x x x z g x Dg x x x k                

với mọi 0, , .c C k K x X    

Điều này dẫn đến kết quả hiển nhiên sau: * *, ày C z K v    

   * *

00 , ( )( ) , ( ) ( )( ) .
x

y DF x x x z g x Dg x x x x X           

Chọn x x  ta được *, ( ) 0.z g x   Lại vì * , ( ) ,z K g x K   suy ra  

   * *, ( ) 0 , ( ) 0.z g x z g x      

Theo giả thiết ban đầu: tồn tại 1x S  sao cho 1( )( ) intDg x x x K   ta suy ra * 0.y   

Điều này cũng dẫn đến kết quả thu được cho điều kiện cần.  

Điều kiện đủ.  Sử dụng Bổ đề 3.1, ta suy ra hệ sau đúng với mọi 0 :x X  

         
( ) ( )( ) ,

.
( ) ( ) ( )( )

x x
F x DF x x x C

g x g x Dg x x x K

   


   

 

Hệ quả là: với mọi  0x X  ta có 

 
0

* * * *

0 0, ( ) , ( ) min ( )( ) ( )( ) 0.
x xx X

y F x z g x y DF x x x z Dg x x x


          
    (5) 

Do đó, x S  là một nghiệm hữu hiệu yếu cho bài toán CVEP. Thật vậy, giả sử trái lại 

với khẳng định này rằng, tồn tại 0x S  sao cho  

                                  0( ) int ,
x

F x C  

suy ra 

               *

0, ( ) 0.
x

y F x           (6) 

Không khó để thấy rằng 

                          *

0, ( ) 0.z g x            (7) 

 Cộng (6) và (7) vế theo vế ta được 

                   * *

0 0, ( ) , ( ) 0,
x

y F x z g x      

một sự mâu thuẫn với (5). 

Định lý được chứng minh đầy đủ.     

Nhận xét 3.4  Điều kiện các nón C  và K  có phần trong khác rỗng trong Định lý 3.3 là 

không thể bỏ qua được. Trong trường hợp nón C  có phần trong bằng rỗng, nghiệm x  

phải được định nghĩa dưới một loại nghiệm khác là nghiệm hữu hiệu của bài toán 

CVEP và lúc này hướng nghiên cứu điều kiện tối ưu của bài toán cân bằng vectơ cũng 
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sẽ khác đi, bởi vì chúng ta không thể sử dụng định lý tách thông thường được. Điều 

kiện int K   đảm bảo điều kiện chính quy thỏa mãn và trong trường hợp này tập 

chấp nhận được 0{x X : g(x) -K}S     luôn khác rỗng, bởi vì g là hàm lồi theo nón 

.K   Do đó, giả thiết g là hàm K  lồi trên tập lồi 0X  phải được đảm bảo. Ngoài ra, để 

áp dụng Bổ đề 3.2, tính C  lồi trên 0X  của hàm 0(.) :
x

F X Y  cũng phải được thỏa 

mãn. Chú ý rằng, trường hợp bài toán cân bằng vectơ không trơn trong đó các hàm 

mục tiêu không lồi, chúng ta có thể sử dụng công cụ hiện đại hơn để nghiên cứu điều 

kiện cần và đủ tối ưu cho nghiệm hữu hiệu yếu cho bài toán CVEP có thêm ràng buộc 

đẳng thức, chẳng hạn như chúng ta có thể sử dụng các ngôn ngữ của đạo hàm tiếp liên 

(Contingent Derivatives), trên/ dưới đạo hàm tiếp liên (Contingent 

Epiderivatives/Hypoderivatives), đạo hàm Studniarski, đạo hàm theo hướng kiểu 

Páles-Zeidan, đạo hàm theo hướng Hadamard, dưới vi phân suy rộng 

(Convexificators), dưới vi phân Clarke, dưới vi phân Michel-Penot, dưới vi phân 

Mordukhovich, tính chính quy metric và sự độc lập tuyến tính của các đạo hàm 

Fréchet, v.v...    

 Trường hợp các hàm mục tiêu ,
x

F g  là khả vi Gateaux tại điểm ,x S  ta cũng 

thu được một điều kiện cần và đủ tối ưu cho nghiệm hữu hiệu yếu của bài toán CVEP 

và có thể được mô tả như sau. 

Định lý 3.5  Giả sử ,x S   0(.) ( , .) :
x

F F x X Y   là hàm C  lồi trên 0X , g là hàm 

K  lồi trên 0X  và tồn tại 1x S  sao cho 1( )( ) int .Dg x x x K   Giả sử thêm rằng C 

và K  là các nón lồi đóng nhọn có phần trong khác rỗng trong à ,Y v Z  tương ứng và 

các ánh xạ ,
x

F g  là khả vi Gateaux tại điểm .x   Khi đó,  vectơ x  là một nghiệm hữu 

hiệu yếu của bài toán CVEP khi và chỉ khi tồn tại  * *,y z C K    với * 0y   thỏa 

mãn 

 
0

*

* *

0 0

( ( )) 0,

min ( ) ( ) 0.
xx X

z g x

y DF x z Dg x x x


 


     

 

Chứng minh.  Kết quả thu được của Định lý 3.4 trên dựa vào Định lý 3.3 và Nhận xét 

2.1. Điều phải chứng minh.  

Ví dụ 3.6  Xét 2 2 2

0, , , (0, 0), {(x,y) X: x +y 1}.X Y Z C K x X          

Các ánh xạ 0, :
x

F g X   được xác định lần lượt bởi 

            
0

0

( , ) ( , ) ,

( , ) ( , ) .

x
F x y y x y X

g x y y x x y X

  

   
 

Ta dễ dàng tính được 
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                        2

0

2 2
{(x,y) : } {(x,y) : 0 1, y }

2 2
S X y x x          , 

             ( )( , ) , ( )( , ) .
x

DF x x y y Dg x x y y x    

Do đó, tất cả các giả thiết của Định lý 3.3 được thỏa mãn và hơn nữa, (0,0)x   là một 

nghiệm hữu hiệu yếu của CVEP.  

Chọn * *1, 0y z   và ta tính được 

    
0 0

* *

0 0min ( ) ( ) ( , ) min 0
xx X x X

y DF x z Dg x x y x y
 

     
. 

Điều này kết thúc việc kiểm tra. 

Chú ý 3.6  Điều kiện tối ưu trong các Định lý 3.3 và 3.5 trên là thuộc kiểu Kuhn-Tucker 

bởi vì * 0.y       

 

4. KẾT LUẬN 

 Kết quả đạt được trong bài báo này là mới và các kết quả thu được này là cơ sở 

để nghiên cứu ứng dụng cho điều kiện cần và đủ tối ưu của bài toán bất đẳng thức 

biến phân vectơ có ràng buộc, bài toán tối ưu vectơ có ràng buộc và một số mô hình 

kinh tế kỷ thuật khác với các hàm khả vi theo hướng trong không gian vô hạn chiều. 

Kết quả thu được trên cũng được sử dụng cho việc thiết kế thuật toán tìm nghiệm tối 

ưu cho bài toán cân bằng vectơ có ràng buộc trong tương lai.  
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ABSTRACT 

In this paper, we use the concept of directionally differentional function for 

establishing the Kuhn-Tucker type necessary and sufficient optimality conditions 

for weakly efficient solutions of vector equilibrium problems with constraints 

involving cone and set constraints. We first prove that the directionally 

differentional function is cone-convex under the assumptions on general convexity. 

We then obtain the necessary and sufficient optimality conditions for weakly 

efficient solutions of constrained vector equilibrium problem in the cases of 

directionally and Gateaux differentionals.  

Keywords: Vector equilibrium problems with constraints; Directionally 

differentional; Gateaux differentional; Weakly efficient solutions 
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